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Р а з д е л 1 

КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ВОПРОСОВ КУРСА 
И МЕТОДИКИ РЕШЕНИЯ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

Г л а в а I. П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е ПОВЕРХНОСТИ С ПЛОСКОСТЬЮ 
И С ПРЯМОЙ Л И Н И Е Й . Р А З В Е Р Т К А ПОВЕХНОСТЕЙ. 

ПЛОСКОСТИ, К А С А Т Е Л Ь Н Ы Е К ПОВЕРХНОСТИ 

§ 1. П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е М Н О Г О Г Р А Н Н И К О В П Л О С К О С Т Ь Ю . 
Р А З В Е Р Т К А П О В Е Р Х Н О С Т Е Й М Н О Г О Г Р А Н Н И К О В 

Сечением н а з ы в а е т с я плоская фигура , полученная в р е з у л ь т а т е пе­
ресечения поверхности плоскостью. 

Проекции сечения многогранника плоскостью м о ж н о построить дву­
мя способами: 

нахождением точек пересечения ребер многогранника с плоскостью; 
нахождением линий пересечения граней многогранника с пло­

скостью. 
П р и м е р 1. Построить сечение призмы АБС плоскостью общего 

положения В (A X 0 - Определить его н а т у р а л ь н у ю величину и п о к а з а т ь 
видимость сечения призмы на плоскостях проекций (рис. 1). 

Д л я построения сечения воспользуемся первым способом. П р о в е ­
дем через ребро В вспомогательную ф р о н т а л ь н о - п р о е ц и р у ю щ у ю пло­
скость 2 ( E 2 ) . В пересечении горизонтальной проекции линии пересече­
ния h—2i плоскостей в и 2 с горизонтальной проекцией ребра В{ опре­
деляется горизонтальная проекция точки пересечения Dit по которой 
находится ее ф р о н т а л ь н а я проекция Z) 2. Аналогично с помощью плоско­
стей Б ' и 2 " строим точки встречи Е и F ребер Л и С. 

Соединяя одноименные проекции найденных точек, получим проек­
ции фигуры сечения DiE^Fi и DzE^Et-

Видимость линий сечения на к а ж д о й из плоскостей проекций опре­
деляется видимостью граней призмы, которым п р и н а д л е ж а т эти линии. 
Видимость поверхности относительно з а д а н н о й плоскости 0 определя ­
ется методом конкурирующих точек. В данном примере н и ж н я я отсечен­
ная часть призмы, з а к р ы т а я плоскостью в , будет невидимой. 

Н а т у р а л ь н у ю величину сечения D0E0F0 м о ж н о найти л ю б ы м из 
известных методов. В рассмотренном примере она определена в р а щ е ­
нием вокруг горизонтали h. 

П р и м е р 2. Построить сечение пирамиды плоскостью общего по­
ложения О. (lXf). Определить н а т у р а л ь н у ю величину сечения. П о к а з а т ь 
видимость (рис. 2) . 

Проекции фигуры сечения найдем путем определения точек пересе­
чения ребер пирамиды с плоскостью Q. 

Д л я н а х о ж д е н и я точки пересечения ребра SA ( 5 2 Л 2 ; S H i ) проведе­
на вспомогательная ф р о н т а л ь н о - п р о е ц и р у ю щ а я плоскость 2 ( 2 г ) . В пе-



ресечении горизонтальной проекции линии пересечения Л—2Х плоско­
стей Q и Е с горизонтальной проекцией ребра S H i определяется 
горизонтальная проекция точки пересечения Du по которой находится 
ее ф р о н т а л ь н а я проекция D2- Аналогично при помощи плоскости Е ' ( 2 ' г ) 
найдена точка пересечения Е ребра SB с плоскостью Q. 

Р и с . 1 

Д л я н а х о ж д е н и я точки пересечения ребра SC через него проведена 
горизонтально-проецирующая плоскость в ( 0 \ ) . 

В пересечении фронтальной проекции линии пересечения 5%—62 пло­
скостей Q и 6 с фронтальной проекцией ребра SzC2 находится фрон­
т а л ь н а я проекция точки пересечения F%, а з а т е м г о р и з о н т а л ь н а я проек­
ция — точка Fi. Соединяя одноименные проекции точек пересечения ре­
бер, получим проекции фигуры сечения DiEiFf—DzE^Fz- Н а т у р а л ь н а я 
величина сечения D0E0F0 определена в р а щ е н и е м вокруг ф р о н т а л и f. 
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Развертка поверхностей многогранников 

Разверткой поверхности какого-либо тела н а з ы в а е т с я фигура , по­
лученная путем совмещения поверхности этого тела с плоскостью. 

Д л я построения р а з в е р т к и многогранников необходимо определить 
натуральную величину к а ж д о г о ребра , н а т у р а л ь н у ю величину основа­
ния, а д л я призмы — и расстояние м е ж д у р е б р а м и , измеренное по пер­
пендикуляру к ним. Н а рис. 3 д а н комплексный ч е р т е ж прямой тре­

угольной призмы ABC. У к а з а н н ы е выше величины находятся из черте­
ж а без дополнительных построений, и р а з в е р т к а боковой поверхности 
будет состоять из трех прямоугольников , р а з л и ч н ы х по величине. Д л я 
построения полной р а з в е р т к и необходимо пристроить к боковой поверх­
ности нижнее и верхнее основания п р и з м ы . 

В общем случае д л я построения р а з в е р т к и призмы необходимо при­
бегать к некоторым специальным построениям. Р а з в е р т ы в а н и е боковой 
поверхности наклонной призмы м о ж н о выполнить : 

способом нормального сечения; 
способом треугольников (способ т р и а н г у л я ц и и ) ; 
способом р а с к а т к и . 
Способ нормального сечения состоит в определении р а с с т о я н и я 

м е ж д у р е б р а м и призмы путем пересечения ее плоскостью, перпендику­
лярной к ребрам . Н а рис. 4 п о к а з а н о построение нормального сечения 
/—2—3 призмы плоскостью в (hxf). Точки сечения определены с по­
мощью фронтально-проецирующих плоскостей 2 , 2 ' , 2 " , проведенных 
через ребра А, В и С. Н а т у р а л ь н а я величина сечения h—20—30 опреде­
л е н а вращением вокруг горизонтали п. 

Стороны н а т у р а л ь н о й величины нормального сечения р а з в е р т ы в а ­
ются в прямую линию 10 20 За 1а, и на п е р п е н д и к у л я р а х , проведенных 
через точки 10 20 30 h, о т к л а д ы в а ю т с я н а т у р а л ь н ы е величины соответст­
вующих ребер, которые определены методом прямоугольного треуголь­
ника . 

Н а р а з в е р т к е с н а т у р а л ь н ы х величин ребер о т л о ж е н ы следую­
щие отрезки: 10 — В = Г — В'; 20—А=2'—А,;30—С=3,—С2 
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Н а т у р а л ь н ы е величины верхнего и нижнего оснований м о ж н о при­
строить к любой из граней боковой поверхности. 

Н а т у р а л ь н у ю величину сечения м о ж н о т а к ж е получить , используя 
методы п р е о б р а з о в а н и я проекций. Н а рис. 5 рассмотрено построение 
нормального сечения методом перемены плоскостей проекций. Д л я этого 
заменим плоскость П[ на ГЦ, п а р а л л е л ь н у ю р е б р а м призмы. П р и этом 
ребра призмы спроецируются на плоскость П 4 в н а т у р а л ь н у ю величину. 
З а т е м заменим плоскость П 2 на П 5 , п е р п е н д и к у л я р н у ю р е б р а м призмы, 
которая д л я уменьшения р а з м е р о в ч е р т е ж а проведена так , чтобы она 
пересекала призму. В этом случае стороны треугольника Л 5 5 5 С 5 будут 
равны н а т у р а л ь н ы м величинам расстояний м е ж д у р е б р а м и . Р а з в е р т к а 
боковой поверхности призмы строится аналогично рассмотренной на 
рис. 4, при этом В5—В = В 4 5 — В к ; Л 5 — Л = Л 4 5 — Л 4 ; С 4 — С 4 5 = С 5 — С . 

По способу треугольников грани призмы р а з б и в а ю т с я д и а г о н а л я м и 
на треугольники, определяются н а т у р а л ь н ы е длины их сторон и выпол­
няется последовательное построение этих треугольников в плоскости 
чертежа (рис. 6) . 

Грань призмы АА'В'В р а збита д и а г о н а л ь ю АВ' на два треугольни­
ка АА'В' и В'ВА. Н а т у р а л ь н а я величина ребра ВВ' определена в р а щ е ­
нием вокруг оси, перпендулярной горизонтальной плоскости проекций 
и проходящей через точку В'. Д р у г и е два ребра АА' и С С по величине 
равны ребру ВВ' и определения их натуральной величины не требуется . 
Н а т у р а л ь н а я величина д и а г о н а л и АВ' определена в р а щ е н и е м вокруг 
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оси, перпендикулярной фронтальной плоскости проекций и проходящей 
через точку Л. Н а т у р а л ь н а я величина ребра основания АВ определена 
вращением вокруг оси, перпендикулярной горизонтальной плоскости 
проекций и проходящей через точку В. 

По н а т у р а л ь н ы м величинам сторон А2°В2, В2'В2

п, А^В" в плоскости 
чертежа строятся треугольники ABB' и В'А'А, при этом Л В = Л 2 ° в 2 ; 
ВВ' = В^'В-р, АВ'=А\В\". Определение н а т у р а л ь н ы х величин других 
ребер, сторон основания и соответствующих д и а г о н а л е й призмы произ­
водится аналогично. П о л н а я р а з в е р т к а призмы п о к а з а н а на чертеже . 

Н а рис. 7 п о к а з а н о построение р а з в е р т к и боковой поверхности 
призмы по способу раскатки. Д л я этого методом перемены плоскостей 
проекций спроецируем призму на новую ф р о н т а л ь н у ю плоскость П 4 , па­
р а л л е л ь н у ю р е б р а м призмы. При этом ее ребра спроецируются на пло­
скость П 4 в н а т у р а л ь н у ю величину. Определим т а к ж е н а т у р а л ь н ы е 
величины ребер основания , например в р а щ е н и е м вокруг осей, перпен­
дикулярных горизонтальной плоскости проекций и п р о х о д я щ и х через 
точки В и С. 

Из точек Л 4 , Bi, С/, проведем перпен ди ку л яр ы к новым проекциям 
ребер. З а т е м из точки В 4 радиусом В 4 Л —В 2Л 2° проводим дугу до пере­
сечения с перпендикуляром, проведенным из точки Л 4 , получаем точку Л. 
З а т е м радиусом АС=А2'С2 из точки Л проводим дугу до пересечения 
с перпендикуляром, проведенным из точки С/±> получим точку С и т. д . 
Из точек А, С, В проводим прямые , п а р а л л е л ь н ы е ребру в 4 до пересе­
чения с соответствующими п е р п е н д и к у л я р а м и , проведенными из других 
концов ребер. Этот способ целесообразно применять , когда величина 
сторон основания м о ж е т быть взята непосредственно с плоскости чер­
тежа , т. е. когда основание п р и н а д л е ж и т плоскости проекций или п а р а л ­
лельно ей. 

Р а з в е р т к а поверхности п и р а м и д ы 

Н а рис. 8 показано построение р а з в е р т к и боковой поверхности пи­
рамиды. Д л я этого каким-либо методом определяется н а т у р а л ь н а я вели­
чина ребер. В данном случае она определена методом прямоугольного 
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треугольника . В любом месте на поле ч е р т е ж а выбирается точка So, от 
которой о т к л а д ы в а ю т с я величины горизонтальных проекций ребер 
S0A = SiAh S0B=SiBi, S0C=SiC]-, отрезок S0S равен высоте п и р а м и д ы . 
Соединив точки А, В, С с точкой S, получим н а т у р а л ь н ы е величины 
ребер. 

Стороны основания АВ, ВС, СА в данном примере проецируются 
на горизонтальную плоскость проекций в н а т у р а л ь н у ю величину. З а т е м 
по н а т у р а л ь н ы м величинам ребер и сторон основания строим треуголь­
ники SAB, SBC, SCA, которые в совокупности и будут п р е д с т а в л я т ь 
собой развертку боковой поверхности пирамиды. Основание ABC при­
страивается к любой из граней. 

§ 2. С Е Ч Е Н И Е П О В Е Р Х Н О С Т Е Й В Р А Щ Е Н И Я П Л О С К О С Т Ь Ю . 
Р А З В Е Р Т К А П О В Е Р Х Н О С Т И 

Сечение поверхности в р а щ е н и я плоскостью строится с л е д у ю щ и м 
образом: 

1) вводятся вспомогательные секущие плоскости частного или об­
щего положения ; 

2) находятся линии пересечения вспомогательных плоскостей с за ­
данной плоскостью и поверхностью; 

3) определяются общие точки, п р и н а д л е ж а щ и е поверхности и се­
кущей плоскости; 

4) полученные точки соединяются плавной кривой линией, к о т о р а я 
и определяет собой фигуру сечения. 

Д л я поверхностей в р а щ е н и я вспомогательные плоскости следует 
выбирать так, чтобы в пересечении с ними получались либо окружности , 
либо прямые линии. О к р у ж н о с т и у поверхностей в р а щ е н и я получаются 
в случае, когда секущая плоскость п е р п е н д и к у л я р н а оси в р а щ е н и я , 
а прямые, — когда с е к у щ а я плоскость пересекает поверхность по пря­
молинейным о б р а з у ю щ и м . 

При пересечении поверхности в р а щ е н и я второго п о р я д к а плоско­
стью в сечении получается одна из кривых второго п о р я д к а : о к р у ж ­
ность, эллипс , п а р а б о л а , гипербола , либо две пересекающиеся или па­
р а л л е л ь н ы е прямые . Вся совокупность кривых второго п о р я д к а м о ж е т 
быть получена пересечением конуса плоскостью, поэтому эти кривые 
часто н а з ы в а ю т кривыми конических сечений. 

П р и пересечении поверхностей в р а щ е н и я плоскостью могут быть 
получены следующие линии второго п о р я д к а . 

К о н у с в р а щ е н и я ( р и с . 9 ) 

Окружность , когда с е к у щ а я плоскость п е р п е н д и к у л я р н а оси вра ­
щения; 

эллипс, когда с е к у щ а я плоскость н а к л о н е н а к оси конуса и пересе­
кает все о б р а з у ю щ и е ; 

п а р а б о л а , если с е к у щ а я плоскость п а р а л л е л ь н а одной о б р а з у ю ­
щей конуса; 

гипербола, если секущая плоскость п а р а л л е л ь н а двум о б р а з у ю щ и м 
конуса; 

две пересекающиеся прямые , когда плоскость проходит через вер­
шину конуса и пересекает его; 

п р я м а я , когда с е к у щ а я плоскость касается конической поверх­
ности. 

11 
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Ц и л и н д р в р а щ е н и я (рлс. 10) 

Окружность , когда с е к у щ а я плоскость п е р п е н д и к у л я р н а оси вра ­
щения; 

эллипс , когда с е к у щ а я плоскость н а к л о н е н а к оси в р а щ е н и я ; 
две п а р а л л е л ь н ы е прямые , если с е к у щ а я плоскость п а р а л л е л ь н а 

оси вращения ; 
п р я м а я , если секущая плоскость к а с а е т с я поверхности; 

ГО 

Р и с . 10 

П а р а б о л о и д в р а щ е н и я (рис. 11) 

Окружность , если с е к у щ а я плоскость п е р п е н д и к у л я р н а оси вра ­
щения; 

эллипс , если с е к у щ а я плоскость не п а р а л л е л ь н а и не перпендику­
л я р н а оси в р а щ е н и я ; 

п а р а б о л а , когда с е к у щ а я плоскость п а р а л л е л ь н а оси в р а щ е н и я . 

О д н о п о л о с т и ы й г и п е р б о л о и д в р а щ е н и я ( р и с . 1 2 ) 

Однополостный гиперболоид в р а щ е н и я т а к ж е , к а к и коническая по­
верхность, содержит все виды конических сечений, которые могут быть 
получены при следующих условиях: 

окружность , если с е к у щ а я плоскость п е р п е н д и к у л я р н а оси в р а ­
щения; 

эллипс, если секущая плоскость пересекает все о б р а з у ю щ и е поверх­
ности; 

гипербола, когда с е к у щ а я плоскость п а р а л л е л ь н а двум о б р а з у ю ­
щим асимптотического конуса; 

п а р а б о л а , если с е к у щ а я плоскость п а р а л л е л ь н а одной о б р а з у ю щ е й 
асимптотического конуса; 
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две пересекающиеся прямые , когда с е к у щ а я плоскость п а р а л л е л ь ­
на оси в р а щ е н и я ; 

две п а р а л л е л ь н ы е прямые , если с е к у щ а я плоскость к а с а е т с я асимп­
тотического конуса . 

Т о р (рис. 13) 

Открытый тор (кольцо) — поверхность четвертого п о р я д к а . В за ­
висимости от п о л о ж е н и я секущей плоскости W могут быть получены кри­
вые, н а з в а н и я и ф о р м а которых д а н ы на рис. 13. 

П р и определении линии пересечения поверхности с плоскостью ко­
личество точек, которые н у ж н ы д л я построения этой линии, м о ж е т 
быть различным, но независимо от их числа необходимо найти некото­
рые точки особого р а с п о л о ж е н и я , н а з ы в а е м ы е опорными или х а р а к т е р ­
ными. Определение их рассмотрено в примере 3. 

Если р а с с м а т р и в а т ь кривую поверхность к а к гибкую н е р а с т я ж и ­
мую оболочку, то некоторые из них, постепенно д е ф о р м и р у я , м о ж н о со­
вместить с плоскостью без р а з р ы в о в и складок . О ч е р т а н и е поверхности, 
совмещенной с плоскостью, н а з ы в а е т с я разверткой, а с а м а т а к а я по­
верхность — развертывающейся. 

Основным способом построения р а з в е р т о к кривых р а з в е р т ы в а ю щ и х ­
ся поверхностей является способ треугольников ( т р и а н г у л я ц и и ) . Этот 
способ применяют для построения р а з в е р т о к всех линейчатых поверхно­
стей, кроме цилиндрических- Сущность способа треугольников за­
ключается в том, что кривую линейчатую поверхность з а м е н я ю т впи­
санной многогранной поверхностью с треугольными г р а н я м и , р а з в е р т к у 
которой и строят. 

Р а з в е р т к и в с е в о з м о ж н ы х цилиндрических поверхностей строят спо­
собом нормального сечения и способом р а с к а т к и . 
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Первый из них состоит в том, что в з а д а н н у ю цилиндрическую по­
верхность вписывают призматическую поверхность с у з к и м и боковыми 
гранями, которую и р а з в е р т ы в а ю т по способу нормального сечения. П о 
второму способу вписанная п р и з м а т и ч е с к а я поверхность « р а с к а т ы в а е т ­
ся». Оба эти способа рассмотрены в § 1. 

П р и м е р 3. Построить проекции линии пересечения койуса, вра­
щения с плоскостью 1,(MNL) общего п о л о ж е н и я . О п р е д е л и т ь н а т у р а л ь ­
ную величину сечения. Построить р а з в е р т к у нижней отсеченной части 
конуса (рис. 14). 

В р а с с м а т р и в а е м о м примере з а д а н н а я с е к у щ а я плоскость пересе­
кает все о б р а з у ю щ и е конусы, поэтому сечением конуса , согласно изло­
женному ранее , будет эллипс . 

Построение эллипса начинаем с определения его х а р а к т е р н ы х точек. 
Н а и в ы с ш а я и н а и н и з ш а я точки сечения А и В о п р е д е л я ­

ются с помощью линии наибольшего уклона з а д а н н о й плоскости к пло­
скости проекции IJit пересекающей ось конуса . 

З а к л ю ч и м линию наибольшего уклона 1—2, п е р п е н д и к у л я р н у ю к 
MN, в горизонтально-проецирующую плоскость fi(Qi) и определим точ­
ки Л и В, п р и н а д л е ж а щ и е линии 1—2 и соответствующим о б р а з у ю щ и м 
конуса. Полученный отрезок АВ я в л я е т с я большой осью эллипса се­
чения. 

Точки С и D малой оси эллипса л е ж а т на горизонтали h (hi; h2), 
проходящей через точку О — середину отрезка АВ. З а к л ю ч и в горизон­
т а л ь h (hi, h2) в плоскость Г ( Г г ) , найдем м а л у ю ось CD (CiDt, C2D2) 
к а к пересечение окружности конуса, л е ж а щ е й в плоскости Г с горизон­
т а л ь ю h. 

Г р а н и ц а в и д и м о с т и сечения на плоскости П 2 определяется 
точками, л е ж а щ и м и на крайних , очерковых о б р а з у ю щ и х конуса . Д л я 
их нахождения введем вспомогательную ф р о н т а л ь н у ю плоскость Ф ( Ф 1 ) , 
которая пересечет конус по очерковым о б р а з у ю щ и м , а плоскость 2 а — 
по фронтали 3—4. Пересечением их ф р о н т а л ь н ы х проекций о п р е д е л я т с я 
Е и F — точки границы видимости. 

Кроме х а р а к т е р н ы х точек с п о м о щ ь ю горизонтальной плоскости 
Г ' ( Г / ) , найдены промежуточные точки G и К- Соединив полученные 
точки плавной кривой, найдем проекции сечения эллипса . 

Видимость конуса и плоскости 2 относительно плоскостей проекций 
определяется методом к о н к у р и р у ю щ и х точек. 

Д л я определения натуральной величины сечения воспользуемся 
способом в р а щ е н и я плоскости 2 вокруг горизонтали MN до совмещения 
ее с горизонтальной плоскостью уровня , тогда все точки сечения на го­
ризонтальной плоскости проекции переместятся по п р я м ы м , перпенди­
кулярным MiNi, а р а д и у с в р а щ е н и я к а ж д о й точки спроецируется в на­
туральную величину. 

I Н а т у р а л ь н ы е величины радиусов в р а щ е н и я точек А я В найдены 
методом прямоугольного треугольника и о т л о ж е н ы на соответствующем 
перпендикуляре к оси в р а щ е н и я . Полученный отрезок А0Ва — н а т у р а л ь ­
ная величина большой оси эллипса . З а т е м через точку О 0 проведена 
линия , п е р п е н д и к у л я р н а я к А0В0, и на ней о т л о ж е н отрезок, р а в н ы й 
CiDi, который п р е д с т а в л я е т собой н а т у р а л ь н у ю величину м а л о й оси 
эллипса . О с т а л ь н ы е точки сечения м о ж н о построить т а к и м ж е о б р а з о м , 
к а к и точки Л и В. 

Р а з в е р т к а боковой поверхности прямого кругового конуса пред­
ставляет собой круговой сектор с радиусом , р а в н ы м д л и н е о б р а з у ю щ е й 

конуса I, и углом, о п р е д е л я е м ы м по ф о р м у л е а = 1 8 0 ° — где d — диа­
метр основания конуса . 
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Построение р а з в е р т к и отсеченной части конуса производится сле­
дующим о б р а з о м : 

1) по з а д а н н ы м d и / определяется угол кругового сектора а и стро­
ится полная р а з в е р т к а боковой поверхности конуса . Р а з р ы в боковой по­
верхности конуса рекомендуется производить по о б р а з у ю щ и м ; на кото­
рых л е ж а т в ы с ш а я или н и з ш а я точки сечения. Если с е к у щ а я плоскость 
пересекает основание тела , то р а з в е р т к у необходимо строить так , чтобы 
она п р е д с т а в л я л а собой единую симметричную фигуру; 

2) окружность основания конуса делится на 12 или более р а в н ы х 
частей (точки /—XII); 

3) дуга кругового сектора делится на такое ж е число р а в н ы х частей 
(в примере 12 ч а с т е й ) . Д л я этого хорды д у г / — / / , / / — / / / , . . . XII—/ на 
развертке з а м е н я ю т с я соответствующими х о р д а м и дуг основания кону­
са, что обеспечивает достаточную точность построения; 

4) через полученные точки и вершину 5 проводятся о б р а з у ю щ и е 
SI—SXII; 

5) на о б р а з у ю щ и е наносятся точки, п р и н а д л е ж а щ и е фигуре сече­
ния. Д л я этого определяется их н а т у р а л ь н а я величина расстояния от 
вершины 5 или от основания конуса одним из известных способов. 
В р а с с м а т р и в а е м о м примере эти расстояния определены методом вра­
щения вокруг проецирующих прямых . Все о б р а з у ю щ и е конуса вместе 
с н а х о д я щ и м и с я на них точками сечения в р а щ а ю т с я до п о л о ж е н и я , ког­
да они станут очерковыми о б р а з у ю щ и м и и на их ф р о н т а л ь н о й проекции 
будет найдено искомое расстояние . Так , н а п р и м е р , н а т у р а л ь н ы м и вели­
чинами расстояний точек А, В и 11 от вершины конуса будут SA2, SB2' 
и Sll2'. 

Если точки сечения (как , например , С и D) не л е ж а т на о б р а з у ю ­
щих SI—SXII, то их положение на р а з в е р т к е определяется с п о м о щ ь ю 
промежуточных о б р а з у ю щ и х вышеописанным способом; 

6) нанесенные на р а з в е р т к е точки соединяются друг с другом п л а в ­
ной кривой линией; 

7) к полученной р а з в е р т к е пристраивается основание конуса и на­
т у р а л ь н а я величина его сечения, к а к п о к а з а н о на чертеже . 

§ 3. П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е П Р Я М О Й С П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю 

Чтобы найти точки пересечения прямой с поверхностью, следует 
заключить прямую в плоскость, построить линию пересечения плоскости 
и поверхности; общие точки для заданной прямой и линии пересечения 
будут искомыми. 

При определении точек пересечения прямой с поверхностью м о ж н о 
брать любую плоскость-посредник, п р о х о д я щ у ю через прямую, одна­
ко при решении з а д а ч эту плоскость следует в ы б и р а т ь так , чтобы линия 
пересечения ее с з а д а н н о й поверхностью б ы л а простейшего вида (пря­
мые линии и о к р у ж н о с т и ) . 

В качестве плоскостей-посредников при решении з а д а ч прини­
маются к а к плоскости частного, т а к и общего п о л о ж е н и я . 

П р и м е р 4. Построить точки пересечения прямой d с поверхно­
стью трехгранной призмы с боковыми р е б р а м и а, Ь, с (рис. 15). 

З а к л ю ч и м прямую d во ф р о н т а л ь н о - п р о е ц и р у ю щ у ю плоскость 
0 ^ в 2 ) и построим треугольник ABC пересечения плоскости и поверхно­
сти. В точках М и К треугольник и п р я м а я d пересекаются м е ж д у собой, 
следовательно, в этих ж е точках п р я м а я d пересекается с поверх­
ностью. 
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При определении видимости прямой относительно поверхности м о ж ­
но воспользоваться видимостью граней на к а ж д о й из плоскостей про­
екций. 

Если точка входа или выхода р а с п о л а г а е т с я на видимой грани, то 
п р я м а я в этой области будет видимой, в противном случае она будет 

Р и с . 15 Р и с . 16 

невидимой. Видимость м о ж н о определить т а к ж е и методом конкурирую­
щих точек. 

П р и м е р 5. Построить точки пересечения прямой а с поверхно­
стью наклонного конуса . П о к а з а т ь видимость прямой (рис. 16). 

Если через прямую провести вспомогательную плоскость частного 
положения , то в сечении будет эллипс , построить который на ч е р т е ж е 
затруднительно, поэтому д л я получения сечения простейшего вида необ­
ходимо з а д а н н у ю прямую з а к л ю ч и т ь в плоскость общего п о л о ж е н и я , 
проходящую через вершину 5 конуса и п е р е с е к а ю щ у ю его по п р я м о ­
линейным о б р а з у ю щ и м . Т а к у ю плоскость з а д а д и м п е р е с е к а ю щ и м и с я 
прямыми, одна из которых а — з а д а н н а я , а д р у г а я Ъ — проходит через 
вершину 5. Чтобы найти о б р а з у ю щ и е , по которым плоскость H(aXb) 
пересекает конус, нужно найти линию пересечения ее с плоскостью 
основания Г ( Г 2 ) . Эта п р я м а я (CD) определит опорные точки Е и F 
прямолинейных о б р а з у ю щ и х конуса, в пересечении которых с п р я м о й 
будут найдены искомые точки К и М. 

Видимость прямой определяется видимостью о б р а з у ю щ и х сечения, 
как показано на чертеже . 

При определении точек встречи прямой с наклонной цилиндриче­
ской поверхностью плоскость-посредник з а д а е т с я п е р е с е к а ю щ и м и с я 
прямыми, одна из которых — з а д а н н а я п р я м а я , а вторая п а р а л л е л ь н а 
образующим цилиндра . Д а л ь н е й ш е е решение этой з а д а ч и аналогично 
рассмотренному. 
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П р и м е р 6. Построить точки пересечения прямой а со сферой. 
П о к а з а т ь видимость прямой (рис. 17). 

При определении точек встречи прямой с поверхностью м о ж н о избе­
ж а т ь построения сложной линии пересечения плоскости-посредника с по­
верхностью, применив какой-либо из методов п р е о б р а з о в а н и я ч е р т е ж а . 

В данном примере плоскость-посредник — горизонтально-проециру­
ю щ а я плоскость Б ( S i ) , п р о х о д я щ а я через п р я м у ю а, рассечет сферу по 
окружности , н а т у р а л ь н ы й вид которой определяется с помощью з а м е н ы 
плоскости П 2 на П~4, п а р а л л е л ь н о й Б-

Н а плоскости ГЦ строятся проекции прямой и о к р у ж н о с т и сечения 
сферы плоскостью 2 , в пересечении которых н а х о д я т с я проекции иско­
мых точек. 

О б р а т н ы м проектированием о п р е д е л я ю т с я проекции точек в исход­
ном положении. 

Видимость прямой а на плоскостях проекции определяется видимо­
стью частей поверхности сферы, на которых л е ж а т полученные точки 
N и М. Относительно плоскости П] т о ч к а ^ будет видимой, т а к к а к она 
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л е ж и т на верхней видимой полусфере , а точка М, л е ж а щ а я на нижней 
полусфере, будет невидимой. 

Р а с с у ж д а я подобным о б р а з о м о видимости прямой относительно 
плоскости П 2 , з а к л ю ч а е м , что отрезок Л 2 Л/ 2 будет видимым, а отрезок 
М2В2 в пределах фронтального очерка будет невидимым. 

П р и м е р 7. Построить точки пересечения прямой АВ с поверхно­
стью в р а щ е н и я Ф, если п р я м а я пересекает ось в р а щ е н и я (рис. 18). 
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Через прямую Л В проводим г о р и з о н т г л ь н о - п р о е ц и р у ю щ у ю пло­
скость @ ( 6 i ) . Она пересечет поверхность по меридиану . Д л я определе­
ния точек пересечения прямой с этим меридианом плоскость 0 вместе 
с прямой в р а щ а е м вокруг оси в р а щ е н и я до совмещения с г л а в н ы м мери­
дианом. П р я м а я при этом з а й м е т п о л о ж е н и е А'В' ( Л / В / ; А2'В2), и на 
фронтальной плоскости проекций определятся точки N2 и М2 . Путем 
обратного в р а щ е н и я находим точки М и N пересечения прямой с поверх­
ностью. 

Определение видимости на поверхностях такого вида рассмотрено 
в примере 6. 

§ 4. П Л О С К О С Т И , К А С А Т Е Л Ь Н Ы Е К П О В Е Р Х Н О С Т И 

Касательной плоскостью к поверхности называется геометрическое 
место всех касательных к кривым линиям на поверхности, проведенным 
через одну из ее точек. Таким о б р а з о м , д л я построения к а с а т е л ь н о й 
плоскости к поверхности в какой-либо ее точке на комплексном чер­
теже необходимо через эту точку провести две кривые линии, принад­
л е ж а щ и е поверхности, а затем к ним провести и к а с а т е л ь н ы е п р я м ы е . 
Эти две к а с а т е л ь н ы е к а к пересекающиеся п р я м ы е вполне о п р е д е л я т 
искомую касательную плоскость . 

К а с а т е л ь н а я плоскость м о ж е т иметь с поверхностью одну о б щ у ю 
точку, как , например , в случае сферы, либо совокупность общих точек, 
представляющих собой некоторую линию. Д л я линейчатых поверхно­
стей такой линией я в л я е т с я ее о б р а з у ю щ а я . Поэтому плоскость , каса ­
тельная к линейчатой поверхности, будет о п р е д е л я т ь с я одной из ее обра­
зующих и прямой линией, к а с а т е л ь н о й к какой-либо кривой на поверх­
ности, проходящей через точку на этой о б р а з у ю щ е й . 

Основными з а д а ч а м и на построение плоскостей, к а с а т е л ь н ы х к по­
верхности, я в л я ю т с я следующие : Л 

построение касательной плоскости в точке, данной на поверхности; 
построение касательной плоскости, проходящей через точку, не 

п р и н а д л е ж а щ у ю поверхности; 
построение касательной плоскости, п а р а л л е л ь н о й данной прямой ; 
построение касательной плоскости, проходящей через прямую, не 

п р и н а д л е ж а щ у ю поверхности (решение этой з а д а ч и в о з м о ж н о д л я сфе­
ры, эллипсоида в р а щ е н и я и других подобных поверхностей л и ш ь в слу­
чае, если п р я м а я не пересекает поверхность; д л я ц и л и н д р а — когда 
п р я м а я касается цилиндра или п а р а л л е л ь н а его о б р а з у ю щ и м ; д л я ко­
нуса — когда п р я м а я проходит через вершину конуса или к а с а е т с я его 
в какой-либо точке ) ; 

построение касательной плоскости, п а р а л л е л ь н о й з а д а н н о й плоско­
сти. Д л я цилиндра решение з а д а ч и в о з м о ж н о , если з а д а н н а я плоскость 
п а р а л л е л ь н а оси цилиндра ; д л я конуса — если в з а д а н н о й плоскости 
л е ж и т п р я м а я , п а р а л л е л ь н а я какой-либо одной о б р а з у ю щ е й конуса . 

Рассмотрим решение некоторых из у к а з а н н ы х з а д а ч . 
П р и м е р 8. Через точку А на поверхности тора провести плос­

кость, касательную к поверхности (рис. 19). 
Д л я построения касательной плоскости через точку А на поверхно­

сти проведем две линии — п а р а л л е л ь h и меридиан т. О д н а из линий , 
определяющих искомую плоскость , будет к а с а т е л ь н а я t (tt; t2) к п а р а л ­
лели h (hi, h2). Вторую к а с а т е л ь н у ю k к меридиану т построим сле­
дующим образом : повернем меридиан т в положение главного мери­
диана , при этом точка А (А г, А2) переместится в новое положение — 
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Л ' ( Л / , А2). Построим к а с а т е л ь н у ю к главному меридиану , проходя­
щую через точку Л ' и найдем ее точку пересечения 5 (Sh S2) с осью 
i (h, h). З а т е м , в р а щ а я меридиан вместе с касательной в исходное по­
ложение , найдем п о л о ж е н и е к а с а т е л ь н о й k (kh k2), проходящей через 

точку Л и п е р е с е к а ю щ у ю ось i 
в точке 5. К а с а т е л ь н ы м и t и k 
будет о п р е д е л я т ь с я и с к о м а я 
к а с а т е л ь н а я плоскость к по­
верхности. 

Если н а х о ж д е н и е точки пе­
ресечения 5 касательной k с 
осью в р а щ е н и я на ч е р т е ж е за ­
труднительно , то искомую ка­
сательную м о ж н о построить с 
помощью точки / (1\, / 2 ) , взя ­
той произвольно на этой каса ­
тельной. Построение проекций 
этой точки в исходном поло­
ж е н и и н е с л о ж н о и у к а з а н о на 
ч е р т е ж е с т р е л к а м и . 

П р и м е р 9. П о с т р о и т ь 
плоскости, к а с а т е л ь н ы е к на­
клонному эллиптическому ци­
линдру, п а р а л л е л ь н ы е прямой 
d (рис. 20). 

И с к о м ы е плоскости д о л ж н ы 
к а с а т ь с я поверхности цилинд­
ра по о б р а з у ю щ и м . Д л я их оп­
ределения с н а ч а л а строим 
плоскость п а р а л л е л и з м а , кото­
р а я на ч е р т е ж е з а д а н а пересе­
к а ю щ и м и с я п р я м ы м и л и н и я м и 
а ( а ь а 2 ) и b (b\,b2), соответ­
ственно п а р а л л е л ь н ы м и пря­
мой d и о б р а з у ю щ и м цилинд­
ра . З а т е м найдем линию пе­
ресечения /—2 (1\—2\, 12—22) 

этой плоскости с плоскостью Г ( Г 2 ) , проходящей через основание 
цилиндра . После этого проведем к а с а т е л ь н ы е t (ti, t2) и k (ki, k2) 
к окружности основания , п а р а л л е л ь н ы е линии /—2, найдем точки ка­
сания А и В, а з атем и искомые о б р а з у ю щ и е / (U, 12) и s ( s b s2). Эти 
образующие и соответствующие к а с а т е л ь н ы е будут определять собой 
плоскости 2 (iXt) и- в (sXk), к а с а т е л ь н ы е к поверхности ц и л и н д р а 
и п а р а л л е л ь н ы е прямой d. 

П р и м е р 10. Построить плоскости, к а с а т е л ь н ы е к сферической 
поверхности и п а р а л л е л ь н ы е плоскости Q (/, С) (рис. 21). Плоскость , 
к а с а т е л ь н а я к сферической поверхности, п е р п е н д и к у л я р н а к радиусу , 
проведенному из центра сферы в точку к а с а н и я . Н а п р а в л е н и е этого ра­
диуса определяется перпендикуляром к з а д а н н о й плоскости Q. И с х о д я 
из этого, искомую плоскость построим с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

1) в плоскости Q строим горизонталь h и ф р о н т а л ь f, п р о х о д я щ и е 
через точку С; 

2) через центр сферы О ( О ъ 0 2 ) проведем п р я м у ю линию О—3 
(Oi—Зй 02—32), п е р п е н д и к у л я р н у ю к плоскости Q, и найдем точки 
К (Ki; К2) и L (Li\ L2) ее пересечения со сферой. Эти точки легко нахо­
дятся преобразованием комплексного ч е р т е ж а — в р а щ е н и е м сферы и 
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