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Настоящее пособие является первой частью рабо­
ты, посвященной проецированию линий, плоскостей и 
поверхностей, являющихся составной частью деталей 
машин. В нем дается краткое изложение теории про­
ецирования указанных объектов, рассматриваются ти­
повые задачи, а 

Методические указания по решению задач, а так­
же принятые обозначения соответствуют современному 
состоянию теории изображения. 

• 
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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Всякую деталь машины, в том числе самоле­
та и двигателя, можно рассматривать как состоя­
щую из отдельных элементов — линий, плоскос­
тей, поверхностей. Проецирование указанных эле­
ментов и решение связанных с этим геометриче­
ских задач является одной из целей курса «На­
чертательная геометрия». 

Данное пособие написано применительно к 
курсу, читаемому в Куйбышевском авиационном 
институте, ц предназначено для облегчения выпол­
нения студентами домашних заданий. Оно состоит 
из двух разделов. 

В первом дается сжатое изложение теоретиче­
ских вопросов курса и методика решения типовых 
задач. Во втором рассматриваются некоторые тео­
ретические вопросы и даются соответствующие 
примеры на построение, отражающие специфику 
авиационной специальности. 

К ним относятся: построение обводов на плос­
кости, образование и изображение некоторых кар­
касных поверхностей, сечение этих поверхностей 
плоскостью и ряд других. 

Студентам, работающим но данному пособию, 
рекомендуется: 

изучить теорию требуемого раздела курса по 
учебникам или конспектам лекций; 

прочитать краткое изложение теории, приве­
денное в соответствующей главе настоящего посо­
бия; 

внимательно проанализировать ход решения 
типовых задач; 

приступить к решению задач, . указанных в 
обязательных домашних заданиях и рекомендуе­
мых для дополнительной самостоятельной прора­
ботки. 

Пособие разработано преподавателями ка­
федры «Машиностроительное черчение». В нем 
написаны: § 11, 12, 13, 18, 19, 20 — Паниным В. П., 
§ 3, 8, 9, 10, 14 — Кочневым М. Я., § 1, 2, 4, 16, 17— 
Иващенко К. И., § 5 , 6, 7, 15 — Панковой Г. И. 



ПРИНЯТЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

1. Точки, расположенные в пространстве, обозначены прописными 
буквами латинского алфавита А, В, С, D... или цифрами 1, 2, 3,... 

2. Прямые и кривые линии в пространстве обозначены строчными 
буквами латинского алфавита а, Ъ, с, ... 

3. Плоскости и поверхности обозначены прописными буквами гре­
ческого алфавита Г, Э, Л, 2, Q, Ф,... 

4. Плоскости проекций на комплексном чертеже обозначены про­
писной буквой греческого алфавита П, при этом горизонтальная плос­
кость проекций — Пь фронтальная — П 2 ; профильная — П 3 . 

5. Новые плоскости проекций при замене обозначены буквой П с 
добавлением подстрочного индекса: П4, П5, Пб, П7... 

6. Проекции точек, прямых или плоскостей обозначены теми же 
буквами, что и их оригиналы, с добавлением подстрочного индекса, 
характеризующего плоскость проекций: 

на плоскости Пг—А\, аи 2ь" 
на плоскости Пг—А 2 , а2, в 2 ; 
на плоскости П 3 — А 3 , а3, Q3. 
7. Способ задания плоскости указан в скобках рядом с ее буквен­

ным обозначением, например: 
в (А, В, С) — плоскость задана тремя точками А, В, С; 
й (а\\Ь) — плоскость задана двумя параллельными линиями а и Ь; 
А(1У(_1г) —плоскость задана пересекающимися прямыми линиями 

/ и к; 
2 (I, А) — плоскость задана прямой линией I и точкой А. 
8. Особые линии и плоскости имеют постоянные обозначения: ли­

нии уровня — горизонталь h, фронталь f, профильная р: плоскости 
уровня — горизонтальная Г, фронтальная Ф, профильная ijj. 

9. Углы обозначения строчными буквами греческого алфавита — 
а, р, у, со, ф,... 

10. Основные операции обозначены следующим образом; 
совпадение двух геометрических элементов отмечается знаком = , 

например, а = Ь, Ai=Bi.... 
взаимная принадлежность геометрических элементов, обозначены 

знаком е , например, Л е 2 , fee, ... 
пересечение двух элементов обозначено знаком X , например, 

аХк, а Х в . 
результат геометрической операции отмечен знаком = , например, 

Д ' = / Х в . 



Р а з д е л I 
КРАТКОЕ ИЗЛОЖЕНИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИХ ВОПРОСОВ КУРСА 

И МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ ТИПОВЫХ ЗАДАЧ 

Г л а в а I. КОМПЛЕКСНЫЙ ЧЕРТЕЖ ТОЧКИ, ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

§ I. КОМПЛЕКСНЫЙ ЧЕРТЕЖ ТОЧКИ 

В инженерной практике наибольшее применение получил комп­
лексный двух- или трехкартинный чертеж. 

Принцип образования такого чертежа заключается в том, что ори­
гинал ортогонально проецируется на две или три взаимно перпендику­
лярные плоскости проекций, которые затем соответствующим образом 
совмещаются с плоскостью чертежа. 

Плоскости проекций называются горизонтальной, фронтальной и 
профильной и обозначаются П 4 , П 2 и П 3 (рис. 1). Прямые, по кото­
рым пересекаются плоскости проекций, называются осями проекций ц 
обозначаются ОХ, ОУ и OZ. 

Спроецируем ортогонально на три плоскости проекций точку А, по­
лучим Ai — горизонтальную проекцию точки на плоскости Ш, А2 — 
фронтальную проекцию на плоскости П 2 и Л 3 — профильную проекцию 
на плоскости П 3 . 

Для построения комплексного чертежа совместим плоскости проек­
ций П, и П 3 с плоскостью П 2 , вращая плоскость П1 вокруг оси ОХ, а 
плоскость П 3 — вокруг оси OZ в направлении, указанном стрелками. 

Полученный комплексный чертеж точки А будет состоять из трех 
проекций точки, расположенных на соответствующих линиях связи: го­
ризонтальной и фронтальной проекции — на вертикальной линии связи; 
фронтальной и профильной проекции — на горизонтальной линии связи; 
горизонтальной и, профильной проекции — на ломаной горизонтально-
вертикальной линии связи. 

Прямая, на которой находится вершина А0 ломаной линии связи, 
является биссектрисой угла УОУ\ между осями проекций и называется 
постоянной прямой преломления. 

По комплексному чертежу определяются расстояния точки до 
плоскостей проекций: 
до пл. П1 — A2Ax=AA1—ZA = hA — высота точки; 
до пл. П 2 — Л И х — А А 2 = у А — /л — глубина точки; 
до пл. П 3 — А]Ау—ААз=хА=рА — широта точки. 

П р и м е р 1. Построить наглядное изображение и комплексный 
чертеж точек, если: 

1) точка В находится на расстоянии 5 единиц от пл. П ь 3 единиц — 
от пл. П 2 и 4 единиц от пл. П 3 ; 

2) точка С находится в плоскости П 2 на расстоянии 7 единиц от 
пл. Ui и 6 единиц от пл. П 3 ; 

3) точка Д находится на оси ОУ на расстоянии 5 единиц от пл. П 2 

(рис. 2). 
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Д л я построения наглядного изображения на осях проекций от­
кладываются расстояния точек до соответствующих плоскостей про­
екций. Полученные точки, например Вх, Ву, Bz, используются для по­
строения параллелепипеда координат, вершины которого определят са­
му точку в пространстве и ее проекции на плоскостях проекций. 

На комплексном чертеже вспомогательные точки на осях проекций 
Вх, BY, Вг используются для построения проекций точки на плоскостях 
проекций. 

П р и м е р 2. Построить недостающие проекции точек, заданных на 
комплексном чертеже своими двумя проекциями: Е(Е2, Е3); F(Flt F2); 
К(Кь Кз) (рис. 3). 

Искомые проекции точек находим с помощью вертикальных и го­
ризонтальных линий связи, проведенных через заданные проекции. По­
следовательность построения отмечена стрелками. 
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Рис. 3 Рис. 4 

Поскольку при параллельном переносе ' плоскостей проекций 
изображения оригинала не изменяются, то нет необходимости 
фиксировать полученные изображения относительно постоянных осей 
проекций. 

В дальнейшем оси проекций на чертежах не будут изображаться. 
При необходимости построения профильной проекции используется 
прямая преломления, показанная на рис. 1. Безосный комплексный чер­
теж точки будет иметь вид, приведенный на рис. 4. 

§ 2. КОМПЛЕКСНЫЙ ЧЕРТЕЖ ПРЯМОЙ. НАТУРАЛЬНАЯ ВЕЛИЧИНА 
ОТРЕЗКА ПРЯМОЙ 

Прямая линия определяется двумя точками, поэтому на комплекс­
ном чертеже всякая прямая / может быть задана проекциями Ах и А2, 
В\ и В2 двух ее точек А и В (рис. 5). 

Прямая линия в пространстве по отношению к плоскостям проек­
ций может занимать произвольное или частное положение. 

Прямая, произвольно расположенная по отношению к плоскостям 
проекций, называется прямой общего положения. Проекции такой пря­
мой на комплексном чертеже расположены под произвольными углами 
к линиям связи. 

Проекция отрезка прямой общего положения на любую из плоско­
стей проекций меньше его натуральной величины. Для определения на­
туральной величины отрезка прямой и углов наклона его к плоскостям 
проекций пользуются с п о с о б о м п р я м о у г о л ь н о г о т р е у ­
г о л ь н и к а . 

Рассмотрим отрезок АВ прямой общего положения I (рис. 6). 
Спроецируем точки А и В на плоскость П]. Угол а между проекцией 
АХВ\ и самим отрезком АВ будет являться углом наклона АВ к плос-
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Рис. 5 

кости проекций Пь Проведем через точку А прямую АВ' \\ A\BX и, 
следовательно, параллельную плоскости П]. На основании свойств 
параллельного проецирования в полученном прямоугольном треугольни­
ке АВ'В катет АВ' равен проекции А\В\ отрезка АВ, следовательно, на 
комплексном чертеже проекцию AXBX можно принять за один из кате­
тов прямоугольного треугольника. Вторым катетом будет отрезок В{В0, 
равный отрезку В2В'2, который, как видно из рисунка, равен отрезку 
ВВ', т. е. он представляет собой по величине отрезок, равный разности 
расстояний точки В к А относительно горизонтальной плоскости про­
екций. 

Гипотенуза прямоугольного треугольника АхВй равна натуральной 
величине отрезка АВ. Угол а между А\ВХ и А\В0 равен натуральной ве­
личине угла наклона прямой / к горизонтальной плоскости проекций. 
Отсюда следует вывод, что натуральная величина отрезка прямой об­
щего положения равна гипотенузе прямоугольного треугольника, одним 
катетом которого является проекции отрезка на любую плоскость про­
екций, а вторым '— разность расстояний концов отрезка от той же пло­
скости проекций. Угол между катетом-проекцией и гипотенузой равен 
натуральной величине угла наклона отрезка к той плоскости проекций, 
на которой выполнены построения. 

Определение углов наклона р и у к фронтальной и профильной 
плоскостям проекций выполняется аналогично и показано на комплекс­
ном чертеже (рис. 7). 

Рис. 6 
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Прямой частного поло­
жения называется прямая, 
параллельная или перпен­
дикулярная к плоскости 
проекций, а также лежа­
щая в плоскости проекций. 

Прямые, параллельные 
плоскостям проекций, назы­
ваются линиями уровня, а 
прямые, перпендикулярные 
плоскостям проекций, —1 

проецирующими прямыми, v 
Прямая, параллельная 

плоскости Пь называется 
горизонтальной прямой или 
горизонталью (h). Фрон­
тальная проекция этой пря­
мой перпендикулярна к вер­
тикальным линиям связи 
A2B.2-LAiAz. Горизонталь­
ная проекция равна нату­
ральной величине отрезка А\ВХ = АВ. Угол i|3 между горизонтальной 
проекцией А1В4 и линией, перпендикулярной линиям связи, равен 
натуральному углу наклона прямой к фронтальной плоскости проекций 
(Рис. 8, а ) . 

Прямая, параллельная плоскости П 2 , называется фронтальной пря­
мой или фронталью (•}). Горизонтальная проекция этой прямой перпен­
дикулярна к вертикальным линиям связи AlBiA-AlA2. Фронтальная про­
екция равна натуральной величине отрезка А2В2=АВ. Угол а между 
фронтальной проекцией А2В2 и линией, перпендикулярной линиям связи,, 
равен натуральному углу наклона прямой / к горизонтальной плоско­
сти проекций (рис. 8, б) . 

Прямая, параллельная плоскости П 3 , называется профильной пря­
мой (р). Горизонтальная А\В\ и фронтальная А2В2 проекции профиль­
ной прямой совпадают с вертикальной линией связи. Профильная про­
екция А3В3 отрезка этой прямой равна натуральной величине АВ, 
А3В3 = АВ. Угол а — угол наклона прямой к плоскости П ь а угол р 
к плоскости П 2 (рис. 8, в) . 

Прямая, перпендикулярная к горизонтальной плоскости проекций, 

Рис. 7 
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sg называется горизонтально-про-
3 ецирующей (рис. 9, а ) , к фрон­

тальной — фронтально-проеци­
рующей (рис. 9,6), к профиль­
ной — профильно-проецирую­
щей (рис. 9, в) . 

Из чертежа видно, что пря­
мая, перпендикулярная к плос­
кости, проецируется на эту ллос-

\ кость в точку, а на другую плос­
кость •— в прямую, совпадаю­
щую с линией связи. Длина 
проекции отрезка равна нату­
ральной величине самого от­
резка. 

>Й. ДЕЛЕНИЕ ОТРЕЗКА ПРЯМОЙ 
ВЗАИМНОЕ ПОЛОЖЕНИЕ ПРЯМЫХ 

Точка в пространстве может принадлежать прямой и находиться 
вне ее. 

Если точка Л принадлежит прямой / (hh), то на основании свойст­
ва взаимной принадлежности ее проекции принадлежат одноименным 
проекциям этой прямой и находятся на одной линии связи (рис.10). 

Если точка В не принадлежит прямой / (hh), то и проекции ее Bi 
и В2 не принадлежат проекциям прямой 1\ и 12. 

Если точка С, принадлежащая прямой /, делит отрезок этой прямой 
АВ на две части, относящиеся как ш:п, то на основании свойств парал­
лельного проецирования проекция этой точки делит проекцию отрезка 
в том же отношении (рис. 11). Следовательно, чтобы разделить отрезок 
прямой в данном отношении, необходимо разделить в этом отношении 
его проекции, заданные на комплексном чертеже. 

П р и м е р 3. Построить точку С, принадлежащую отрезку АВ и де­
лящую его в отношении 1:2 (рис. 12). 

Горизонтальную проекцию А{В{ разделим на две части А\С\ и 
С\В\. Для этого из точки А\ проводим произвольную прямую, на которой 
от точки А\ берем три равных отрезка произвольной величины. Конеч­
ную точку В 0 соединяем с точкой В\. Проведя через точку С 0 прямую, 
параллельную B 0 B i , до пересечения с А\В\, получим точку С ь которая 
разделит горизонтальную проекцию А\В\ в отношении 1:2. Фронтальную 
проекцию С2 получим проведением линии связи СХС2. 

Деление отрезка в данном отношении удобно использовать для на­
хождения недостающей проекции точки,, принадлежащей профильной 
прямой. 

П р и м е р 4. На профильной прямой р (А, В) построить горизон­
тальную проекцию Ci точки С, если известна ее фронтальная проекция 
С2 (рис. 13). 

Построение можно выполнить следующим образом: через фрон­
тальные проекции точек Л 2 и В2 проводим два произвольных параллель­
ных луча до пересечения в точках А0 и Во с соответствующими парал­
лельными лучами, проведенными через проекции А\ и В\. Соединяем 
точки Л 0 и В 0 , получаем линию преломления Л 0 В 0 . Через точку С2 про­
водим луч, параллельный лучам Л 2 Л 0 и В2В0, до пересечения в точке Со 
с прямой Л 0 В 0 и через точку С0 проводим луч, параллельный лучам 
Л1Л0 и B i B 0 , до пересечения с горизонтальной проекцией pi в искомой 
точке Справедливость указанного построения следует из свойств 

4 , 

3 

4 

а; 

i i 

4 

MS. 

Af 4 

Рис. 9 

§ 3. ТОЧКА НА ПРЯМС 
В ДАННОМ ОТНОШЕНИИ. 
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Рис. 14 
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Рис. 15 

отрезков прямых, пересеченных па­
раллельными прямыми. 

Взаимное положение прямых. Две 
прямые относительно друг друга мо­
гут быть в пространстве взаимно па­
раллельными, пересекающимися и 
скрещивающимися (рис. 14). 

Если прямые в пространстве па­
раллельны друг другу, то на комп­
лексном чертеже их одноименные про­
екции параллельны между собой. 

Если прямые в пространстве пе­
ресекаются, то на комплексном чер­
теже их одноименные проекции также 
пересекаются друг с другом в точках, 
лежащих на одной линии связи. 

Если прямые в пространстве скре­
щиваются, то на комплексном чертеже 
их одноименные проекции могут 
пересекаться, но точки их пересечения 
не лежат на одной линии связи. 

П р и м е р 5. Через точку С про­
вести прямую р, параллельную пря­
мой р (AiBi, А2Вг) (рис. 15). 

Так как прямая р профильная, параллельная ей прямая — тоже 
профильная. Для профильных прямых необходимым условием парал­
лельности является параллельность одноименных проекций прямых на 
трех плоскостях проекций, поэтому для проведения прямой спроеци­
руем на профильную плоскость проекций точки А, В и С. Через С 3 

проводим проекцию прямой р'3 параллельно р3, ограничиваем проек­
цию произвольной точки Д 3 и затем находим Д\ и Д2 и проекции иско­
мой прямой. 

§ 4. КОМПЛЕКСНЫЙ ЧЕРТЕЖ ПЛОСКОСТИ. 
ПРЯМАЯ И ТОЧКА В ПЛОСКОСТИ 

Положение плоскости в пространстве определяется: 
1) тремя точками, не лежащими на одной прямой; 
2) прямой и точкой, не принадлежащей этой прямой; 
3) двумя пересекающимися прямыми; 
4) двумя параллельными прямыми. 
В соответствии с этим на комплексном чертеже плоскость задается 

проекциями перечисленных элементов. 
Плоскости, наклоненные ко всем плоскостям проекций, называются 

плоскостями общего положения. Плоскости, перпендикулярные или па­
раллельные плоскости проекций, называются плоскостями частного по­
ложения. Плоскости, перпендикулярные плоскостям проекций, называ­
ются проецирующими, а плоскости, параллельные плоскостям проек­
ций, — плоскостями уровня. 

Проецирующие плоскости на перпендикулярную к ним плоскость 
проекций проецируются в виде прямой линии, которая вполне опреде­
ляет положение этих плоскостей на комплексном чертеже (рис. 16). 

Плоскость 2, перпендикулярная к плоскости проекций П ь называ­
ется горизонтально-проецирующей. Ее горизонтальной проекцией яв­
ляется ломаная линия 2ц , на которой будут находиться горизонтальные 
проекции всех точек, линий или фигур, лежащих в плоскости. Угол |3, 
составленный проекцией 2 i с горизонтальной линией связи, определяет 
угол наклона плоскости 2 к фронтальной плоскости проекций. 
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Рис. 16 

Плоскость О, перпендикулярная к плоскости проекций П 2 , назы­
вается фронтально-проецирующей. Фронтальная проекция этой плоско­
сти представляет прямую линию вг, на которой находятся фронтальные 
проекции всех прямых и точек, принадлежащих плоскости в . Угол а 
между прямой 0 2 и горизонтальной линией связи равен углу наклона 
плоскости 6 к горизонтальной плоскости проекций. 

Плоскость Q (А, I), перпендикулярная к плоскости проекций П 3 , 
называется профильно-проецирующей. Профильная проекция этой плос­
кости представляет прямую Q 3 , а углы а и р между этой прямой и ли­
ниями связи определяют углы наклона плоскости Q к горизонтальной 
и фронтальной плоскостям проекций. 

На рис. 17 представлены плоскости уровня: плоскость Г — горизон­
тальная плоскость уровня, параллельная плоскости Ш; плосксть Ф — 
фронтальная плоскость уровня, параллельная плоскости П 2 ; плос­
кость — профильная плоскость уровня, параллельная плоскости П 3 . 

Любая прямая или фигура, лежащая в плоскости Г, Ф или 4 я, про­
ецируется без искажения соответственно на плоскости проекций Пь П 2 

или П 3 . 
Прямая и точка в плоскости. 
Прямая линия принадлежит плоскости, если она проходит: 
1) через две точки этой плоскости; 
2) через точку плоскости параллельно любой прямой этой плоско­

сти. 
Точка принадлежит плоскости, если она находится на прямой этой 

плоскости. 
В плоскости общего положения могут находиться прямые общего 

положения, прямые уровня (горизонталь, фронталь, профильная пря­
мая), а также линии наибольшего уклона. 

На рис. 18 плоскость 2 задана двумя пересекающимися прямыми 
общего положения а и в. 

В этой плоскости проведены прямые уровня — горизонталь h, па­
раллельная горизонтальной плоскости проекций, и фронталь f, парал­
лельная фронтальной плоскости проекций. 

Построение горизонтали начинается с проведения ее фронтальной 
проекции h2(A2B2), перпендикулярной линиям связи, затем строится 
ее горизонтальная проекция h\(A{B\) по точкам пересечения горизонта­
ли с заданными прямыми. 
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Построение фронтали начинается с проведе­
ния ее горизонтальной проекция fi(CiMi) пер­
пендикулярной линиям связи, затем строится ее 
фронтальная проекция f2 (С2Д2) по точкам пере­
сечения фронтали с заданными прямыми. 

В плоскости 6, заданной двумя параллель­
ными прямыми т и п, проведена профильная 
прямая р, параллельная профильной плоскости 
проекций, ее проекции pi и р2 совпадают с вер­
тикальной линией связи. 

П р и м е р 6. Построить недостающую проек­
цию прямой 1(h), принадлежащей плоскости 
2( /ХА) (рис. 19). 

Построим точки пересечения прямой I с за­
данными прямыми. Для этого продолжим фрон­
тальную проекцию прямой до пересечения с 
фронтальными проекциями заданных прямых 
в точках Аа и В2. Затем строцм горизонтальные 
проекции этих точек, которые определяют иско­
мую горизонтальную проекцию h прямой I. 

П р и м е р 7. Построить недостающие про­
екции точки A(Ai), лежащей в плоскости 
Q(m\\n) (рис. 20), и точки D(D2), принадлежа­
щей плоскости Q,(fy,h) (рис.21) . 

Через точку А проводим произвольную прямую /, принадлежащую 
плоскости в , для чего сначала проводим ее горизонтальную проек­
цию 1\, а затем по точкам В и С строим ее'фронтальную проекцию 1% 
на которой будет находиться искомая проекция А2 точки. 

Искомую проекцию точки D находим с помощью фронтали про­
ходящей через точку D и принадлежащей плоскости Q. 

Рис. 19 

Пг 

• \ 

mi \ 

д 
П1 ... чз 

Рис. 20. 

К. 

Рис. 21 
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Г л а в а II. ОСНОВНЫЕ ПОЗИЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ 
НАЧЕРТАТЕЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УГЛОВ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ 
И МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ 

§ 5. ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ. 
ПАРАЛЛЕЛЬНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ 

Прямая параллельна плоскости, если они параллельна хотя бы 
одной прямой, лежащей в плоскости. 

Следовательно, чтобы проверить, параллельны ли прямая и плос­
кость, необходимо провести в плоскости прямую, параллельную дан­
ной. Если это окажется возможным, то плоскость и прямая параллель­
ны. 

П р и м е р 8. Параллельны ли прямая а(ах, а2) и плоскость 
в (ЛВС) (рис. 22)? 

Через точку Л плоскости проведем прямую AD так,, чтобы ее 
фронтальная проекция была параллельна фронтальной проекции пря­
мой а. Построив горизонтальную проекцию A\D\, устанавливаем, что 

Рис. 23 
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Рис. 24 

A\D{ не параллельна а ь следовательно, прямая а и плоскость не па­
раллельны. 

П р и м е р 9. Построить недостающую проекцию прямой п(п2), 
если плоскость 2(т | |ге) параллельна прямой а (а 4 ; а2) (рис. 23). 

Поскольку искомая плоскость 2 параллельна прямой а, необхо­
димо в плоскости построить прямую, параллельную а. Фронтальная 
проекция этой прямой 12, 2 2 параллельна а2, горизонтальная — 
li2 2 | |a 2 . Точка 2i должна принадлежать искомой проекции-пря­
мой tii. 

Плоскости параллельны, если две пересекающиеся прямые одной 
плоскости параллельны двум пересекающимся прямым другой 
плоскости. 

П р и м е р 10. Построить плоскость 2, проходящую через точку 
A(AiA2), и параллельную плоскости ®(h\\h') (рис. 24). 

Согласно признаку параллельности плоскостей, искомая плоскость 
2 должна содержать две пересекающиеся прямые, соответственно па­
раллельные двум пересекающимся прямым, лежащим в заданной пло­
скости ©. Искомую плоскость выразим двумя прямыми / и п, прохо­
дящими через точку А и соответственно параллельными заданной пря­
мой h и прямой т, произвольно построенной в плоскости. 

§ 6. ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПЛОСКОСТЕЙ 

Две плоскости пересекаются по прямой, положение которой опре­
деляется двумя принадлежащими ей точками. При известном направ­
лении линии пересечения достаточно определить одну точку, принадле­
жащую этой линии. 

Если одна из пересекающихся плоскостей частного положения, то 
проекция линии пересечения совпадает с вырожденной проекцией этой 
плоскости. 

Это положение вытекает из свойства проекций прямых, лежащих 
в проецирующих плоскостях. 

На рис. 25 показана линия пересечения q плоскостей 6 (8 2 ) и 
S ( m X " ) , а также плоскостей Ф(Ф[) и A(l\\k). 

Если обе пересекающиеся плоскости, проецирующие по отношению 
к одной из плоскостей, то линия пересечения (q) является проецирую­
щей прямой (рис. 26). 

Это следует из того, что если две плоскости перпендикулярны треть­
ей, то линия их пересечения также перпендикулярна этой плоскости. 
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Рис. 26 

Решение задач на построении линии пересечения плоскостей осно­
вано на применении вышеуказанных положений и осуществляется по 
следующей схеме: 

вводится вспомогательная плоскость-посредник частного поло­
жения; 

определяется линия пересечения каждой из заданных плоскостей с 
плоскостью-посредником; 

на пересечении этих линий находится точка, принадлежащая обе­
им плоскостям. Аналогично находится и вторая точка. 

П р и м е р 11. Даны плоскости 2(&||/) и @(т';Хп). Построить их 
линию пересечения (рис. 27). 

Рассечем обе заданные плоскости фронтальной плоскостью-по­
средником Ф ( Ф 1 ) . Она пересечет плоскость 2 по прямой 1, 2, а плос­
кость 9 по прямой 3, 4, точка пересечения фронтальных проекций ко­
торых Л 2 и соответствующая точка Ах определит точку А, принадлежа­
щую искомой линии пересечения. Точку B(BiB2) определим аналогич­
но с помощью плоскости Ф' (Ф i) . 

П р и м е р 12. Найти линию пересечения плоскостей Q(f,Xh) и 
в ( / , А) (рис. 28). 
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Рис. 28 

Гг •У2 

мы 

9г 
А, 

Точка М(М\ = М2) является общей для трех прямых f, h и I, сле­
довательно, она принадлежит обеим плоскостям й и 9 . 

Вторую точку N(Ni,N2) определим, введя вспомогательную го­
ризонтальную плоскость Г (Гг), проходящую через точку А и пересе­
кающую плоскость О, по горизонтали h', а плоскость Э по профильно-
проецирующей прямой q, проходящей через точку А. 

§ 7. ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПРЯМОЙ С ПЛОСКОСТЬЮ. 
ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПЛОСКИХ ФИГУР 

Если прямая не параллельна плоскости, то она пересекается с ней 
в одной точке. Пусть дана плоскость 2 и прямая а (рис. 29). Для на­
хождения точки пересечения прямую а заключаем в плоскость 6 об­
щего или частного положения, которая пересечется с плоскостью 2 по 
прямой Ъ. В свою очередь, прямая Ь, пересекаясь с прямой а, опреде­
лит искомую точку К. 

Если при решении задач линии а и b окажутся параллельными, то 
это означает, что прямая а параллельна плоскости 2. 
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Рис. 29 Рис. 30 

П р и м е р 13. Построить точку пересечения прямой а с плоскостью 
2 (/'II/.). Показать видимость прямой (рис. 30). 

Прямую а заключаем во фронтально-проецирующую плоскость 
в ( 0 2 ) , тогда в 2 = а2. Находим линию пересечения пл. в и пл. 2 — пря­
мую 1, 2. Пересечение проекций прямой aia 1 i2i определит горизонталь­
ную проекцую Ki искомой точки. Фронтальную проекцию точки К на­
ходим по линии связи на фронтальной проекции прямой. 

Видимость на плоскостях П1 и П 2 определяется методом конкури­
рующих точек. 

Конкурирующими относительно пл. П 2 являются точки 1 и V. Они 
принадлежат различным прямым: l e f , находящейся в плоскости, а 
Г е а , заданной прямой. О величине удаления этих точек от пл. П 2 су­
дим по расположению горизонтальных проекций точек. Видим, что точ­
ка V находится дальше от пл. П 2 , следовательно, точка 1' и прямая а 
на П 2 будет видимой до точки К, после которой видимость меняется. 
На горизонтальной плоскости проекций явных конкурирующих то­
чек нет, поэтому необходимо их построить, для чего в плоскости прово­
дим произвольную прямую /(/],. /2) так, чтобы с прямой а получить 
конкурирующие точки (3, 4). Определяем высоту их расположения по 
фронтальным проекциям этих точек. Устанавливаем, что точка 4 е 2 
выше, чем точка З е а , поэтому участок прямой до точки К будет неви­
димым. 

П р и м е р 14. Построить точку пересечения профильной прямой 
р (М, N) с плоскостью 2(/Xft) и показать видимость прямой (рис. 31). 

Заключаем прямую р в профильную плоскость Ч ^ Т ь W2), кото­
рая пересечет плоскость 2 по прямой 1, 2. Искомую точку К 
найдем, построив точку пересечения профильных проекций этих 
прямых. 

Определение видимости на плоскости П 2 . Точки 3, 1 — конкури­
рующие относительно пл. П 2 . Расстояние этих точек до пл. П 2 опреде­
ляем по расположению профильных проекций точек 3 и 1. Видим, что 
точка 3<^MN отстоит дальше от пл. П 2, чем точка 1 е 2 . Следовательно, 
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на пл. П 2 отрезок прямой N2K2 видимый. Аналогично определяем 
видимость на пл. Пь 

П р и м е р 15. Построить линию пересечения двух плоских фигур: 
треугольника ABC и параллелограмма DEFG и показать их видимость 
(рис. 32). 

Для построения линии пересечения плоских фигур достаточно 
найти две точки, ей принадлежащие. Искомую прямую рекомендуется 
определять путем нахождения точек встречи сторон одной фигуры с 
плокостью другой,, хотя эту линию можно построить, используя общий 
способ, рассмотренный в примере 12. 

Определяем точку встречи стороны DE параллелограмма с плос­
костью треугольника с помощью плоскости ©(0i) — точку К и сторо­
ны ВС треугольника с плоскостью параллелограмма при помощи плос­
кости A(Ai ) точку L. 

На комплексном чертеже линия пересечения плоских фигур KL 
проводится только в области наложения их проекций. 

Видимость фигур определяется методом конкурирующих точек. 

Прямой угол проецируется на какую-либо плоскость проекций без 
искажения, если хотя бы одна из его сторон параллельна этой плоско­
сти проекций. 

П р и м е р 16. Определить расстояние от точки А до прямой h 
(рис. 33). 

Расстояние от точки до прямой определяется перпендикуляром, 
опущенным из точки на эту прямую. Прямая /г(/г ь h2) параллельна го­
ризонтальной плоскости проекций, следовательно, прямой угол будет 
проецироваться на эту плоскость в натуральную величину. 

Из точки А\ проводим перпендикуляр к h\, до пересечения в точке 
К\. Находим фронтальную проекцию К2. Соединяем А2 с К2. Отрезок 
AK-Lh. Натуральная величина Лt/Co определена методом прямоуголь­
ного треугольника. 

§ 8. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ ПРЯМОГО УГЛА. 
ЛИНИИ НАИБОЛЬШЕГО УКЛОНА ПЛОСКОСТИ 

А 

Рис. 33 Рис. 34 
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Рис. 35 Рис. 36 

Линиями наибольшего уклона плоскости называются прямые в 
плоскости, перпендикулярные линиям уровня этой плоскости. На рис. 34 
в плоскости 2 проведена линия наибольшего уклона u_Lh. На основа­
нии свойств проецирования прямого угла, угол между щ и hi на плос­
кости П1 равен 90°. Поэтому на комплексном чертеже горизонтальная 
проекция линии наибольшего уклона к П ; всегда перпендикулярна го­
ризонтальной проекции горизонтали этой плоскости. 

Угол а, образованный между линией наибольшего уклона и и ее 
проекцией щ, будет равен углу наклона плоскости 2 к горизонтальной 
плоскости проекций Пь Рассуждая подобным образом относительно 
линий наибольшего уклона плоскости, проведенных к плоскостям П 2 и 
П 3 , т. е. перпендикулярных к фронталям и профильным прямым этой 
плоскости, будем иметь угол наклона плоскости 2 к плоскостям проек­
ций П 2 и П 3 . 

П р и м е р 17. Определить угол наклона плоскости 2 (ABC) к го­
ризонтальной плоскости проекций (рис. 35). 

Для определения искомого угла в плоскости 2 проведем линию на­
ибольшего уклона к плоскости Пь Для этого предварительно проведем 
в плоскости горизонталь h, например, через точку А. Горизонтальная 
проекция линии наибольшего уклона щ будет перпендикулярна hi. 
В пересечении щ с AiCi получим точку 2\. Исходя из условий принад­
лежности прямой и плоскости 2, находим ее фронтальную проекцию и2. 

Методом прямоугольного треугольника определяем натуральную 
величину угла наклона а прямой и к горизонтальной плоскости проек­
ций, который и будет искомым. 

П р и м е р 18. Через прямую f провести плоскость под углом 30° к 
плоскости проекций П 2 (рис. 36). 

На прямой /, являющейся фронталью, выберем произвольную точ­
ку К. Через фронтальную проекцию Кг проведем фронтальную проек­
цию линии наибольшего уклона, т. е. А2Кг-^-!г- Из точки Кг также про­
ведем вспомогательную линию под углом 30° к и2, которая определяет 
направление гипотенузы прямоугольного треугольника. Выбрав на и2 

произвольную точку А2, проведем из нее перпендикуляр к и2 до пере-
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сечения с направлением гипотенузы в точке В0. Треугольник К2А2В0 — 
прямоугольный, в котором одним катетом является отрезок КгА2, а вто­
рым — А2В0, представляющие разность расстояний точек К и А отно­
сительно фронтальной плоскости проекций, поэтому проводим линию, 
параллельную горизонтальной проекции fi на расстоянии, равном А2В0, 
и на ней находим проекцию Л 2 точки А. Через точки Кг и А\ проводим 
горизонтальную проекцию их линии наибольшего уклона и. 

Две пересекающиеся прямые f и и определят собою искомую плос­
кость. 

§ 9. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТИ 

Если прямая перпендикулярна к плоскости общего положения, то 
на комплексном чертеже ее горизонтальная проекция перпендикулярна 
горизонтальной проекции горизонтали этой плоскости, а фронтальная 
проекция перпендикулярна фронтальной проекции фронтали плос­
кости. 

Если плоскость является проецирующей, то прямая перпендику­
лярная к ней, будет линией уровня, и тогда на комплексном чертеже 
перпендикулярными будут вырожденная проекция плоскости и соот­
ветствующая проекция прямой. 

П р и м е р 19. Через точку А провести перпендикуляр I к плоско­
сти Q (пХт) и найти его основание (рис. 37). 

В плоскости Q проводим произвольную горизонталь h, например, 
через точки 1 и 2 и произвольную фронталь, например, через точки 3 и 
4. Затем через Л 4 проводим перпендикуляр U к h\, а через точку Л Е про­
водим перпендикуляр hK.f2. Проекции прямой h и / 2 определяют иско­
мую прямую I, перпендикулярную плоскости Q. Основанием перпенди­
куляра будет точка встречи К прямой I с плоскостью Q, которая найде­
на с помощью фронтально-проецирующей плоскости 2. 

П р и м е р 20. Построить проекции прямой I, проходящей через 
точку А (Л1Л2) и перпендикулярной плоскости 2 (BCDE) (рис. 38). 

Поскольку плоскость 2 содержит профильно-проецирующие пря­
мые CD и BE, то она является профильно-проецирующей. Поэтому 

Рис. 37 Рис. 38 
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искомый перпендикуляр будет профильной прямой, проходящей через 
точку А. Его горизонтальная и фронтальная проекции совпадут с вер­
тикальной линией связи, а профильная проекция будет перпендикуляр­
на к проекции плоскости 2 3 . Основание перпендикуляра на плоско­
сти — точку К определим по ее профильной проекции Кз-

• 

§ 10. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПРЯМЫХ ОБЩЕГО ПОЛОЖЕНИЯ 

Так как прямой угол между прямыми общего положения на плос­
кости проекций проецируется с искажением, то найти его на комплек­
сном чертеже без дополнительных построений не представляется воз­
можным, поэтому прибегаем к гра­
фическим построениям, основанным 
на условии перпендикулярности пря­
мой и плоскости. 

Пусть требуется провести через 
точку А перпендикуляр к прямой об­
щего положения I (рис. 39). Для это­
го через точку А проводится плос­
кость 2, перпендикулярная I, и с по­
мощью вспомогательной плоскости Q 
находится точка пересечения К пря­
мой / с плоскостью 2. Соединяя точ<-
ки А и К, получим отрезок, лежащий 
в плоскости и проходящий через ос­
нование перпендикуляра. Рис. 39 , 

Следовательно, AK-i-l-
П р и м е р 21. Из точки А опустить перпендикуляр на прямую 

/( / i , h) общего положения (рис. 40). 
Через точку А проводим плоскость 2 ( / i X / ) , перпендикулярную к 

прямой I, т. е. h\±.lx и f2-Ll2. Находим точку встречи К прямой / с 

Рис. 40 Рис. 41 
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плоскостью 2 при помощи фронтально-проецирующей плоскости Q. От­
резок AK-LI. 

П р и м е р 22. Определить, перпендикулярны ли пересекающиеся 
прямые I я т (рис. 41)? 

Через точку пересечения прямых А проведем плоскость 2 (hXf), 
перпендикулярную к одной из прямых, например к /. Если вторая пря­
мая т будет принадлежать этой плоскости, то прямые будут пересе­
каться под прямым углом. Проведя произвольную прямую 1—2 в пло­
скости 2, видим, что прямая т не принадлежит этой плоскости. Зна­
чит, прямые / и т не перпендикулярны. 

§ 11. ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОСТЬ ПЛОСКОСТЕЙ 

ПЛОСКОСТЬ будет перпендикулярна к другой плоскости, если она 
проходит через перпендикуляр к этой плоскости. Это положение и есть 
условие перпендикулярности двух плоскостей. На практике, при реше­
нии задач, построение взаимно перпендикулярных плоскостей может 
быть выполнено двумя способами: 

1) искомая плоскость проводится через прямую, перпендикуляр­
ную заданной плоскости; 

2) искомая плоскость проводится перпендикулярно прямой, при­
надлежащей заданной плоскости. 

П р и м е р 23. Через прямую m провести плоскость, перпендику­
лярную к плоскости H(aXb) (рис. 42). 

Поскольку прямая m не является перпендикуляром к плоскости 2, 
то задача имеет одно решение. 

На прямой m берем произвольную точку А и через нее проводим 
перпендикуляр I к плоскости 2. Проекции перпендикуляра 1\ и / 2 на 
комплексном чертеже должны быть перпендикулярны, соответственно, 
горизонтальной проекции горизонтали ft, и фронтальной проекции 

Рис. 42 
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Рис. 43 

фронтали f2, построенных в плоскости 2. Пересекающиеся прямые ли­
нии т и / и определят искомую плоскость. 

П р и м е р 24. Через точку В провести плоскость общего положе­
ния, перпендикулярную к плоскости &(h\\f) (рис. 43). 

Эта задача имеет бесчисленное количество решений. Дадим одно 
из них. В плоскости © проведем произвольную прямую линию общего 
положения к, а через точку В горизонталь п' и фронталь f, у которых 
проекции h[-tk г и / 2 _1_/г2. Согласно известных положений, прямые 
линии К' и f определят искомую плоскость, перпендикулярную к плос­
кости в . 

• 

§ 12. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ 
• 

Углом между прямой и плоскостью называется острый угол между 
этой прямой п ее проекцией на данную плоскость. 

П р и м е р 25. Построить проекции угла между прямой общего по­
ложения / и плоскостью Q(fXm) (рис.. 44). 

Задача решается следующим образом: 
1) находится точка пересечения К прямой / с плоскостью в ; 
2) из произвольной точки А, взятой на прямой I, опускается пер­

пендикуляр на плоскости В и находится точка N пересечения его с 
этой плоскостью; 

3) найденные точки соединяются друг с другом, и определяется 
проекция KN отрезка А К прямой I на плоскость в . В полученном пря­
моугольнике угол а является искомым. 

На комплексном чертеже проекции угла ах и а2 определены с по­
мощью графических построений в указанной выше последовательно­
сти. Для проведения перпендикуляра к плоскости 6 в ней предвари­
тельно построена горизонталь h, а точки K(Ki, Кг) и N(N\, N2) найде­
ны с помощью вспомогательных проецирующих плоскостей 2 и Q. Уг­
лы между прямыми АХК\ и NXK\, А2К2 и N2K2 являются искомыми. Ука­
занная задача может быть также решена, если определить угол р меж­
ду прямой / и перпендикуляром к плоскости в . Тогда угол а будет ра­
вен а = 90°—р. 
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Рис. 44 

Решение задачи вторым способом обладает тем преимуществом, 
что графические построения на чертеже упрощаются. 

При необходимости определить натуральную величину углов а и р 
можно воспользоваться методом прямоугольного треугольника, опре­
делить длину сторон треугольника ANK и построить его натуральный 
вид, либо воспользоваться одним из способов преобразований проек­
ций. 

§ 13. УГОЛ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ 

Угол между плоскостями измеряется линейным углом двугранного 
угла между этими плоскостями. Величина его может быть найдена не­
посредственно путем определения линейного угла ср или через дополни­
тельный угол ш (рис. 45). 

Линейный угол двугранного угла определяется следующим обра­
зом: 

1) находится линия пересечения плоскостей MN, являющаяся реб­
ром двугранного угла; 

2) через произвольную точку А на ребре проводится плоскость 2, 
перпендикулярная к ребру; 

3) находится линия пересечения плоскости 2 с каждой из заданных 
плоскостей в и Q, полученные прямые линии и определят искомый 
угол ф между плоскостями. 

П р и м е р 26. Определить проекции угла между плоскостями 
®(PMN) и Q(MNQ) (рис. 46). 

Заданные плоскости имеют общую прямую MN, являющуюся ли-
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Рис. 45 

нией их пересечения. Плоскость 2, перпендикулярная к этой прямой, 
проведена через произвольную точку А прямой и выражена на комп­
лексном чертеже горизонталью h и фронталью f. С помощью вспомо­
гательных плоскостей Л и А найдены точки В и С пересечения прямых 
MQ и MP с плоскостью 2. Полученные прямые АВ и АС являются ли­
ниями пересечений заданных треугольников с плоскостью 2 и опреде­
ляют искомый угол ф(ф1 , Фг) между ними. 

П р и м е р 27. Построить проекции угла между плоскостями обще­
го положения ®(l\\k) и Q(hXf) (рис. 47). 

Решим эту задачу вторым способом. В этом случае находить линию 
пересечения плоскостей нет необходимости. Из произвольной точки D 

Рис. 46 
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Рис. 47 

В пространстве проводим перпендикуляры т и п к плоскостям 
в и Q. Они определят плоскость, перпендикулярную к ним, и, следова­
тельно, wi и w 2 будут проекциями искомого угла. Для нахождения на­
туральных величин углов ф или со можно воспользоваться методом пря­
моугольного треугольника или одним из способов преобразования 
комплексного чертежа. 

• 

Г л а в а III. МЕТОДЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ КОМПЛЕКСНОГО 
ЧЕРТЕЖА 

Для упрощения решения метрических и некоторых позиционных 
задач в начертательной геометрии прибегают к преобразованию комп­
лексного чертежа. 

Рассматриваемые в курсе начертательной геометрии преобразова­
ния в одном случае осуществляются путем замены системы плоскостей 
проекций при сохранении положения геометрических образов в прост­
ранстве, в другом — путем изменения положения геометрических обра­
зов относительно неподвижной системы плоскостей проекций, в третьем 
случае путем изменения направления проецирования при сохранении 
положения геометрических образов и системы плоскостей проекций. 

Основными методами преобразования комплексного чертежа яв­
ляются: 

1. Перемена плоскостей проекций. 
2. Вращение вокруг проецирующих прямых и вокруг линий уровня. 
3. Дополнительное проецирование. 

§ 14. МЕТОД ПЕРЕМЕНЫ ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКЦИЙ 

Метод перемены плоскостей проекций состоит в том, что старые 
плоскости проекций последовательно заменяются на новые, при этом 
новая плоскость проекций должна быть перпендикулярна к остающейся 
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Рис. 48 

плоскости проекций. Заданные в пространстве геометрические образы 
своего положения не изменяют. 

Рассмотрим замену фронтальной плоскости проекций П 2 на новую 
плоскость П4 (рис. 48), перпендикулярную П ь их линия пересечения 
будет являться осью проекции Хц в новой системе -у^-. 

Совместив плоскость П 4 с П] вращением вокруг оси хц, получим 
проекцию точки Л 4 на расстоянии, от оси Хц, равном А4А14. Тогда 
А4Ац = АА\=А2А\2, т.е. расстояние новой фронтальной проекции точки 
от новой оси равно расстоянию заменяемой старой фронтальной проек­
ции этой точки от старой оси проекций. 

Рассмотрим замену горизонтальной плоскости проекций на плос­
кость П4 (рис. 49), перпендикулярную П 2 , их линия пересечения будет 
являться осью проекций %24 в новой системе-j=p-. Совместив плоскость 
П 4 с П 2 вращением вокруг осд х24> получим проекцию точки Л 4 на рас­
стоянии отосих 2 4 , равном Л 4 Л 2 4 . При этом Л 4 Л 2 4 = Л Л 2 = AiAi2, т. е. рас­
стояние новой горизонтальной проекции точки от новой оси проекций 
равно расстоянию заменяемой старой горизонтальной проекции этой 
точки от старой оси проекций. 

Рис. 49 
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